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Sur Ie developpement d'une fraction continue Iiee a la serie 
hypergeometrique et son interpretation en termes de records 
et anti-records dans les permutations 
DOMINIQUE DUMONT ET GERMAIN KREWERAS 
A particular family of continued fractions, derived from the hypergeometric series, gives rise to 
two sets of polynomials F.(a, b) and C.(a, b). The coefficient of a'b' in Fn(a, b) enumerates the 
permutations of {I, 2, ... , n} with r ' records' and s 'exclusive anti-records'. If only 'connected' 
permutations are taken into account, all the anti-records are exclusive; the relevant coefficients are 
those of db' in Cn(a, b) and depend symmetrically on rand s. 
Euler a etudie la ceJebre fraction continue 
III - xi I - xii - 2xll - 2xl . . .. = L n!xn 
n ~ O 
et a introduit egalement [3] I'extension suivante: 
III - axil - xii - (a + I)xli - 2xl .... 
(I) 
= I + ax + a(a + I)x2 + .... + a(a + I) .... (a + n - I)~ + . . .. (2) 
Notre objectif est d'etudier les polynomes Fn(a, b) definis par I'introduction naturelle 
d'une variable supplementaire b: 
III - axil - bx/l - (a + I)x/l - (b + I)xl .... II - (a + n)x 
II - (b + n)xl . . .. = L Fn(a, b)xn. (3) 
n 2!= O 
Ces polynomes sont lies a la serie hypergeometrique de la fa~on suivante: on considere 
[611a serie formelle 
x 2 Q(a, b; x) = I + abx + a(a + I)b(b + I) 2! + 
xn 
+ a(a + I) ... (a + n - I)b(b + I) ... (b + n - I) - + 
n! 
(4) 
qui n'est autre que lime _ ao F(a, b, e; ex) et porte de ce fait Ie nom de serie hypergeo-
metrique conftuente. Mais ceUe serie a, en general, un rayon de convergence nul. L'identite 
evidente 
Q(a, b; x) = Q(a, b - I; x) + axn(a + I, b; x) (5) 
reecrite so us la forme 
n(a, b; x) 
n(a + 1, b; x) 
- ax ~-----'-
n(a, b; x) 
(6) 
n(a, b - I; x) 
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conduit par iteration a la fraction continue consideree plus haut: 
.Q(a, b; x) 
Q(a, b - 1; x) III - axil - bx/i - (a + I)x/l - (b + I)xl ... 
11 - (a + n)x/i - (b + n)xl ... 
F(a, b; x). 
Nous introduisons de meme Ies polynomes Cn(a, b) donnes par: 
Q(a + 1, b; x) 
ax ---'-::-:--:-'---:--'-Q(a, b; x) axil - bxlI - (a + I)xII - (b + I)xl ... 
L Cn(a, b)x = C(a, b; x). 
n~1 
Notons encore sur la serie Q les identites 
ax [Q(a + 1, b; x) - .Q(a, b; x)] bx[.Q(a, b + 1; x) - Q(a, b; x)] 
abx2Q(a + 1, b + 1; x), 
qui s'ecrivent 
C(a, b; x) - ax = bxF(a, b + 1; x) - bx 
de meme que (5) s'ecrit encore 
b 2 Q(a + 1, b + 1; x) a x 
.Q(a, b; x) 
F(a, b; x) = 1 + F(a, b; x) C(a, b; x); 
ces identites conduisent, sur les polynomes Fn et Cn, a la recurrence suivante: 
1, 
bFn _, (a, b + 1), 
n L Ck(a, b)F',,_k(a, b). 
k=' 
(3') 
(7) 
(8) 
(8') 
(5') 
(9) 
(10) 
Les coefficients de ces polynomes sont des entiers non-negatifs dont nous allons main-
tenant donner une signification enumerative. 
Cette signification sera liee aux notions de records et d'anti-records d'une permutation 
et a la notion de connexite. Dans une permutation de {I, 2, ... , n} = [n], consideree 
comme un mot de n lettres, nous appelons record tout terme qui n'a aucun terme plus grand 
a sa gauche et anti-record tout terme qui n'a aucun terme plus petit a sa droite; et nous 
appelons anti-record exclusif tout anti-record qui n'est pas en meme temps un record. 
Nous etablirons que Ie coefficient de ar bS dans Fn(a, b) est Ie nombre de permutations de 
[n] qui ont r records et santi-records exclusifs, et que Ie coefficient de d bS dans Cn(a, b) a 
la meme signification pour les permutations connexes de [n], c'est-a-dire pour celles dans 
lesquelles l'ensemble des i premiers termes ne coincide avec [i] pour aucun i inferieur a n; 
l'enumeration des permutations connexes a ete faite par Comtet [1], [2], qui les appelle 
'indecomposables' . 
Notre principal outil sera une transformation particuliere (! qui fait correspondre a toute 
permutation x de [n] une permutation y = (!(x) de [n - 1]. 
Soit x = X,X2 ... Xn ou x(l)x(2) ... x(n) une permutation quelconque de [n] et soit S = 
g, i2 , ••• , is} l'ensemble des positions des anti-records de x, avec i, < i2 < . . . < is ( = n). 
Records et anti-records 
On definit Yi ou y(i) comme suit: 
si i ¢ S y(i) 
siiES y(il ) 
y(i2) 
y(is-I) 
Exemple: n = 9, anti-records soulignes 
x 
y 
28!9~7 5~~, 
17283645 
S 
x(i) - I 
X(i2) - I 
x(i)) - I 
x(n) - I 
{3, 5, 8} u {9} 
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La definition de e entraine que si Xi est un anti-record de X autre que xn , Yi est aussi un 
anti-record de y. L'ensemble T des positions d'anti-records de y inclut donc I'ensemble 
S - {n}, comme l'illustre l'exemple ci-dessus. 
Si I'on veut determiner toutes les antecedentes d'une permutation donnee y de [n - I], 
c'est-a-dire to us les x tels que e(x) = y, il suffit de se donner une partie Sf arbitraire de 
l'ensemble T des anti-records de y. La permutation x dont les anti-records autres que Xn 
occupent les positions Sf est alors entierement determinee: 
si Sf = {ii, i2 , ••• , is _ I }, il suffira de definir x comme suit: 
pour i ¢ Sf, x(i) 
pour i E Sf, X(il) 
x(i2 ) 
X(is_l) 
enfin pour i = n, x(n) 
y(i) + I, 
I, 
y(id + I, 
y(is-2) + I, 
y(is-I) + l. 
Par exemple la permutation y qui resultait de I'exemple considere plus haut, et pour 
laquelle T = {l, 3, 5, 7, 8}, si l'on voulait en chercher I'antecedente correspondant a 
Sf = {5, 7} (c T), et non plus a {3, 5, 8}, donnerait un autre x, a savoir 2839 ! 7 ~ 6.5.. 
II suit de la que si y est une permutation de [n - I] donnee ayant t anti-records, Ie 
nombre d'antecedentes de y qui ont s anti-records est Ie binomial C~I). 
Notons egalement une propriete de la transformation e qui no us sera utile: quel que soit 
i, I'ensemble des i premiers termes de y = e(x) est majore globalement par l'ensemble des 
i premiers termes de x. II s'agit non pas d'une majoration terme a terme, mais d'une 
majoration globale, laquelle est si l' on veut une majoration terme a terme apres recriture des 
deux ensembles dans I'ordre croissant. 
Appelons g; (n, r, s) I'ensemble des permutations de [n] qui ont r records et santi-records 
exclusifs, etf(n, r, s) son cardinal; on doit evidemment avoir I ~ r ~ net r + s ~ n, d'ou 
o ~ s ~ n - l. Appelons de meme ~ (n, r, s) la partie de g; (n, r, s) constituee par les 
permutations connexes, et c(n, r, s) son cardinal. 
Remarquons d'abord que si dans une permutation x Ie k-ieme terme X k est a la fois record 
et anti-record, x n'est certainement pas connexe. C'est evident si k = I; si k ~ 2 cela 
implique que to us les termes a gauche de Xk sont inferieurs a Xk et que.tous les termes a droite 
de Xk sont superieurs a Xb donc que Xk = k et {XIX2 ... Xk_l} = [k - I]. 
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II en resulte notamment, pour n ~ 2, la propriete de symetrie [qui se constate aussi sur 
(8')] c(n, r, s) = c(n, s, r). En eifet pour les permutations connexes, nous savons main-
tenant que to us les anti-records sont exclusifs. Mais les permutations connexes x sont en 
involution avec les permutations x' qui s'en deduisent par 'retournement et complementa-
tion', operation qui echange records et anti-records. 
Exemple: 
x' = 241653 
(records surlingnes, anti-records soulignes). 
(Bien entendu cette propriete de symetrie est propre a c et n'existe pas pour I). 
II resulte aussi de la meme remarque que si une permutation x est connexe, l'ensemble 
R des positions des records de e(x) est Ie meme que celui des records de x. 
Donnons-nous maintenant une permutation quelconque y de [n - 1] et cherchons les 
antecedents conn exes x de y. 
Appelons R l'ensemble des positions des records de y, T* l'ensemble des positions de taus 
les anti-records de y, et T( c T*) l'ensemble des positions des anti-records exclusifs de y. 
Nous avons vu que tout antecedent x de y s'obtient a partir d'une partie S' arbitraire de 
T* et que S' u {n} est alors l'ensemble des positions des anti-records de x. Si I'on veut que 
x soit connexe, ilfaut donc choisir S' de fa~on qu'il so it inclus non seulement dans T* mais 
dans T; ce qui, pour un cardinal t de T connu et pour un cardinal s - 1 de S' impose, est 
possible de <s ~ I) manieres distinctes. 
Reste a montrer qu'un tel choix de S' suffit pour que x soit connexe. Or supposons que 
x ne soit pas connexe. II existe alors un entier k plus petit que n et tel que 
{XI' x 2, ... , xd = [k]. Xk est certainement un anti-record de x puisque tous les termes 
situes a sa droite sont plus grands que k, donc plus grands que x k ; donc k E S'. Le plus petit, 
et par consequent Ie plus a gauche, des anti-records de x situes au-dela de la position k, a 
pour valeur k + 1, d'ou il resulte que Yk = k; comme, en vertu de la remarque de 
'majoration globale' faite plus haut, on a aussi {YI, Y2, ... , yd = [k], Yk est un record de 
Y, donc certainement pas un anti-record exclusif. On en conclut que k ¢ T. Le fait que 
k E S' et k ¢ T est incompatible avec Ie choix d'un S' inclus dans T; I'hypothese que x n'est 
pas connexe conduit donc a une contradiction. 
II resulte de tout ce qui precede que I'on a 
n-I ( t ) 
c(n, r, s) = L f(n - 1, r, t). 
t=s-I S - 1 
(9') 
On a defini f(n, r, s) comme Ie nombre de permutations de [n] qui ont r records et s 
anti-records exclusifs, et c(n, r, s) Ie nombre de celles d'entre-elles qui sont connexes. II est 
facile de donner plus generalement une expression du nombreJ,,(n, r, s) de celles dont la 
'premiere composante connexe' est de longueur k, ce qui signifie que k est Ie plus petit entier 
tel que {X IX2, ... , xd = [k]; de ce fait c(n, r, s) n'est rien d'autre quef,,(n, r, s). En eifet, 
si parmi les r records d'une permutation, il y en a A. qui appartiennent a sa premiere 
composante connexe et si parmi les santi-records exclusifs il y en a J1. qui appartiennent a 
cette meme composante connexe, on a la formule 
fk(n, r, s) = L c(k, A., J1.) f(n - k, r - A., s - J1.). 
(A. 1') 
On a evidemment d'autre part 
n 
f(n, r, s) L J,,(n, r, s). 
k=1 
(10') 
(10") 
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Or les formules (9') et (10') sont exactement celles qui resultent de l'identification des 
coefficients de a' bS dans les formules (9) et (10). Ces coefficients ont donc bien la signification 
enumerative annoncee; leurs valeurs numeriques pour n :::; 6 sont donnees par les tableaux 
ci-dessous. On remarque 
(10) que dans les tableaux Fn les sommes de lignes sont les nombres de Stirling de I ere 
espece, ce qui confirme Ie fait bien connu que ces nombres repartissent les permutations 
suivant leurs nombres de records. 
(2°) que dans les tableaux Fn et Cn les termes eux-memes des lignes r = I sont eux aussi 
des nombres de Stirling de I ere espece; cela resulte du fait que les permutations de [n] a un 
seul record sont celles qui commencent par n donc qui sont automatiquement connexes, et 
du fait que la repartition par nombre d'anti-records est la meme que la repartition par 
nombre de records. 
(30) que les termes des tableaux Fn et Cn +, correspondant a r + s = n sont les nombres 
de Narayana (I/n)(~)(, ~ ,) [5], ce qui confirme un resultat etabli dans [4]. 
F, 
I 
s = 0 C2 
I 
s = 
r = I r = I 
F2 S = 0 C3 S = 2 
r = I 0 r = I 
2 2 
F3 S = 0 2 C4 S = I 2 3 
r = I 0 I r = I 2 3 
2 0 3 2 3 3 
3 3 
F4 S = 0 2 3 C5 S = I 2 3 4 
r = I 0 2 3 r = I 6 II 6 
2 0 5 6 2 II 17 6 
3 0 6 3 6 6 
4 4 
F5 S = 0 2 3 4 C6 S = I 2 3 4 5 
r = I 0 6 II 6 r = I 24 50 35 10 
2 0 15 25 10 2 50 95 55 10 
3 0 15 20 3 35 55 20 
4 0 10 4 10 10 
5 5 
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Voici a titre d'exemple, la liste des 2. permutations de [4] a 2 records (surlignes) et 
I anti-record exclusif (souligne): 
1432 
2431 
3214 
3241 
3421 
Trois d'entre elles (Ia 2e, la 4e et la 5e) sont connexes. 
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